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Obr. 1. Zobrazenie geometrických dát v podobe vrcholov a topo-
logických dát v podobe hrán.

• Index buffer (IBO alebo EBO) – obsahuje indexy do pol’a vrcholov,
ktoré určujú poradie ich zoskupenia do geometrických ent́ıt (napr. body,
čiary, trojuholńıky, ale aj iné, komplexneǰsie priestorové štruktúry).

• Topologické zoznamy – napŕıklad zoznamy susednosti, grafové repre-
zentácie objektov alebo dátové štruktúry typu ”face–edge–vertex”známe
z CAD systémov.

Ak sa teda vrátime k predošlému obrázku zobrazujúcemu lietadlo, môžeme
skonštruovat’ pamät’ové miesta pre uloženie týchto údajov. Vyalokované sektory
musia okrem iných dát obsahovat’ aj indexy prvkov. Nakol’ko sa jedná o údaje

pevného rozsahu, môžeme st́lpec s indexom vynechat’ a nahradit’ ho výpočtom ad-
resy konkrétneho prvku v tabul’ke. Napŕıklad ak budú prvky adresované pomocou
32 bitovej adresy a vel’kost’ štruktúry bude 2 x reálne č́ıslo v jednoduchej presnosti,
potom adresu prvku źıskame vynásobeńım indexu prvku a pripoč́ıtańım konštanty
64. Tento istý prinćıp plat́ı pre dáta nachádzajúce sa v tabul’ke indexov.

V tomto jednoduchom pŕıklade však uvádzame len minimálny rozsah uložených
dát. V reálnych aplikáciach sa rozsah dát určuje podl’a potreby a umožňuje ho
tzv. flexibilný formát vertexov (flexible vertex format - FVF), ktorý poṕı̌seme v
d’aľsej časti. Treba tiež uviest’, že okrem možnosti rozš́ırit’ údaje vrcholov o d’aľsie
atribúty, samotná štruktúra indexovej tabul’ky sa meńı nielen na základe topológie
objektu, ale aj na základe formy vykreslenia objektu. Na tomto pŕıklade je ukázané,
ako možno uložit’ dáta pre vykreslenie tzv. dróteného modelu. Ak by sme lietadlo
chceli vykreslit’ pomocou siete trojuholńıkov, štruktúra indexovej tabul’ky by sa
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Obr. 6. Znamienko skalárneho súčinu nám hovoŕı, či dva vektory
ležia v tej istej polrovine určenej osou p, alebo ležia každý v inej
polrovine.

bod alebo smer, defińıcia nadobúda tvar

(6.7) ∥u∥ =
√

u 2
x + u 2

y + u 2
z

Vektor s d́lžkou presne 1 má jednotkovú dĺ̌zku (je to jednotkový vektor). Každý
vektor u s aspoň jednou nenulovou zložkou môžeme znormalizovat’ na jednotkovú

d́lžku násobeńım faktorom 1/∥u∥:

(6.8) û =
u

∥u∥
, u ̸= 0

Tento proces nazývame normalizácia a v poč́ıtačovej grafike sa použ́ıva vel’mi často.
Termı́n normalizovat’ nijako nesúviśı s pojmom normála (normálový vektor je kolmý
na danú plochu v konkrétnom bode ako to vid́ıme na obr. ??). Normalizácia od-
del’uje smer od vel’kosti, čo zjednodušuje výpočty a zlepšuje numerickú stabilitu.
Uved’me niekol’ko pŕıkladov z oblasti poč́ıtačovej grafiky, kde normalizácia vektorov
zohráva kl’́učovú rolu:

• Výpočet uhla na základe skalárneho súčinu vektorov. Pre jednot-
kové vektory û, v̂ plat́ı

(6.9) û · v̂ = cosα

Poč́ıtanie uhla medzi vektormi je častá operácia, hlavne pri výpočte osvet-
lenia, tieňovania objektov a určovańım viditel’nosti (už spomı́naný backface
culling). Použit́ım normalizovaného vektora z pôvodného vzorca vypadne
delitel’ a pri každom výpočte ušetŕıme jednu operáciu násobenia a jednu
operáciu delenia. Normálové vektory sa štandardne poč́ıtajú dopredu pri
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pričom zvolený stupeň regresného polynómu muśı byt’ menš́ı, ako počet zadaných
bodov k < n.

Minimalizujeme kritérium

(4.5) C = min

n∑
i=1

(
P (xi)− yi

)2
Úlohou je nájst’ k+1 neznámych koeficientov regresného polynómu a0, a1, a2, ..., ak

tak, aby hodnota kritéria C bola minimálna. C je funkcia k + 1 premenných
a0, a1, a2, ..., ak a pre minimálne hodnoty funkcie C teda muśı platit’.

(4.6)
∂C

∂ai
= 0, i = 0, 1, . . . , k.

Po dosadeńı za C a rozṕısańı týchto podmienok dostávame sústavu rovńıc

(4.7)

∂

∂a0

n∑
i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ akx

k
i − yi

)2
= 0

∂

∂a1

n∑
i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ akx

k
i − yi

)2
= 0

...

∂

∂ak

n∑
i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ akx

k
i − yi

)2
= 0

Po vykonańı derivácíı dostávame sústavu lineárnych algebraických rovńıc pre
výpočet regresného polynómu a0, a1, a2, ..., ak. Po minimalizácii súčtu štvorcov chýb
a zderivovańı podl’a jednotlivých koeficientov a0, a1, . . . , ak dostávame sústavu normálnych
rovńıc.

(4.8) 2

n∑
i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ akx

k
i − yi

)
x j
i = 0, j = 0, 1, . . . , k

Po vydeleńı rovńıc č́ıslom 2 a úprave dostávame lineárnu sústavu:

(4.9)

k∑
m=0

am

n∑
i=1

xm+j
i =

n∑
i=1

yix
j
i , j = 0, 1, . . . , k

Pre zjednodušenie zápisu zavedieme pomocné súčty:

(4.10) Sj =

n∑
i=1

xj
i , j = 0, 1, . . . , 2k, Tj =

n∑
i=1

yix
j
i , j = 0, 1, . . . , k

Potom má sústava normálnych rovńıc tvar:

(4.11)

a0S0 + a1S1 + · · ·+ akSk = T0,

a0S1 + a1S2 + · · ·+ akSk+1 = T1,

...

a0Sk + a1Sk+1 + · · ·+ akS2k = Tk
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∥∥H′( 1
2

)∥∥ =
√
1.552 + 0.42 =

√
2.5625 ≈ 1.6008,

samotný normalizovaný dotyčnicový vektor je

T 1
2
=

1

1.6008
(1.55, 0.4) ≈ (0.9683, 0.2499).

Uhol orientácie objektu v smere pohybu vypoč́ıtame ako

θ
t=

1
2
= atan2(0.4, 1.55) = atan2(0.2499, 0.9683) ≈ 0.2527 rad ≈ 14.5◦.

Poznamenajme, že na samotný výpočet uhla orientácie objektu nie je potrebné
normalizovat’ dotyčnicový vektor, ked’že funkcia atan2 záviśı iba od pomeru jeho
zložiek. Normalizácia sa vykonáva z praktických dôvodov, aby sme źıskali jednot-
kový smerový vektor nezávislý od rýchlosti zmeny parametra. Takto je možné odde-
lit’ smer pohybu od jeho rýchlosti a jednotkový vektor následne použit’ na orientáciu
objektu, výpočet normál alebo d’aľsie geometrické operácie.

Aj ked’ normalizácia dotyčnicového vektora poskytuje jednotkový smer pohybu,
nezaručuje konštantnú rýchlost’ pohybu objektu po krivke. Pri konštantnom kroku
parametra ∆t sa rýchlost’ pohybu meńı v závislosti od vel’kosti derivácie ∥H′(t)∥,
ktorá je ovplyvnená tvarom a zakriveńım krivky. Objekt sa preto na niektorých
úsekoch krivky pohybuje rýchleǰsie a na iných pomaľsie. Na dosiahnutie konštantnej

rýchlosti by bolo potrebné použit’ parametrizáciu podl’a d́lžky oblúka, ktorá však pre
kubické polynomiálne krivky nemá uzavretý analytický tvar a v praxi sa realizuje
numerickými aproximáciami.

x

y

H
(
1
2

)
x

y

θ ≈ 14.5◦ (0.2527 rad)

Obr. 8. Pri animácii objektu po krivke potrebujeme okrem jeho
polohy v čase t = 1

2 vypoč́ıtat’ aj uhol otočenia objektu v danom
čase. Vypoč́ıtaný uhol má hodnotu θ

t=
1
2
≈ 14.5◦ (0.2527 rad).

V tejto sekcii sme sa pokúsili ukázat’ na pŕıklade Hermitovskej krivky pro-
ces návrhu a následnej a parametrizácie kubickej krivky pomocou počiatočného
bodu, koncového bodu a dotyčnicových vektorov. Tento prinćıp plat́ı aj pre iné,
použ́ıvaneǰsie typy kriviek, ktoré si poṕı̌seme v nasledujúcich podkapitolách.
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Správnost’ výsledku môžeme overit’ priamym použit́ım Bernsteinových polynómov.
Pre kubickú krivku a t = 1

2 majú jednotlivé váhy hodnoty

B3
0

(
1
2

)
=

1

8
, B3
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(
1
2

)
=

3

8
, B3

2

(
1
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)
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8
, B3

3

(
1
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)
=

1

8
.

Po dosadeńı riadiacich bodov dostaneme

(7.22)

B
(
1
2

)
=

1

8
(0, 0) +

3

8
(1, 3) +

3

8
(3, 3) +

1

8
(4, 0)

=

(
2,

9

4

)
,

čo je rovnaký výsledok ako pri použit́ı algoritmu de Casteljau.
Jednotlivé úrovne geometrickej konštrukcie sú znázornené na obrázku ??. Sivou

prerušovanou čiarou je zobrazený pôvodný riadiaci polygón, modrou prvá úroveň
interpolácie a zelenou druhá úroveň. Červený bod predstavuje výsledok poslednej
interpolácie a súčasne bod Bézierovej krivky pre t = 1

2 .
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Obr. 11. Jednotlivé úrovne algoritmu de Casteljau pre kubickú
Bézierovu krivku a parameter t = 1

2 .

7.4.5. Rozdelenie Bézierovej krivky. Pomocné body vytvorené algoritmom de
Casteljau neposkytujú iba výsledný bod krivky. Hraničné body trojuholńıkovej
schémy zároveň tvoria riadiace body dvoch nových Bézierových kriviek. Prvá z
nich opisuje pôvodnú krivku od parametra 0 po parameter t, druhá od parametra
t po parameter 1. Obe časti sú pritom znovu parametrizované na interval [0, 1].

Pre Bézierovu krivku stupňa n sú riadiace body l’avej časti dané vzt’ahom

(7.23) Li = P
(i)
0 (t), i = 0, 1, . . . , n,

a riadiace body pravej časti vzt’ahom

(7.24) Ri = P
(n−i)
i (t), i = 0, 1, . . . , n.

L’avú čast’ č́ıtame po l’avom okraji interpolačnej schémy od pôvodného bodu C0

až po vypoč́ıtaný bod krivky. Pravú čast’ č́ıtame od vypoč́ıtaného bodu po pravom
okraji schémy až k pôvodnému bodu Cn. Spoločný bod oboch čast́ı je

(7.25) Ln = R0 = P
(n)
0 (t) = B(t).
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povodnych suradnic X a y a koeficientov a a b. 
z povodnych suradnic X a y a koeficientov C a d. 

a suradnica y' bude vypocftana 

(6.7) 
x' =ax+ by 

y' =ex+ dy 

co mozeme vyjadrit pomocou maticoveho zapisu nasledovne: 

(6.8) 

kde sme rovnice vyjadrili pomocou jednej matice rozmeru 2 x 2 a dvoch matic 
rozmeru 2 x 1, teda dvoch vektorov. 

Pri transformaciach geometrickych dat je potrebne maximalizovat rychlost 
vypoctu a zabezpecit tak plynule zobrazenie meniacich sa objektov na zobrazo­
vacom zariadenf v realnom case. Matice su vhodne hlavne preto, ze umoziiuju 
ciastkove transformacie vzajomne skombinovat a nasledne vyslednou transformacnou 
maticou nasobit vsetky vektory obsahujuce pozicie bodov z ktorych zfskame body 
transformovane. Je to omnoho efektfvnejsie, ako na kazdy bod aplikovat ciastkove 
transformacie jednotlivo pre kazdu ciastkovu transformaciu. Pri potrebe niekolko 
krat za sekundu transformovat V niektorych prfpadoch statisice bodov nam tato 
vypoctova met6da vyrazne znizuje vypoctovu narocnost. 

Pri riesenf ciastkovych transformacif zistfme, ze ak chceme pomocou jednej 
transformacnej matice vyjadrit kombinaciu vsetkych transformacii, nevystacime si 
s maticou rozmeru 2 x 2, ale budeme musiet pouzit maticu 3 x 3. Upravene vztahy 
budu vyzerat nasledovne: 

(6.9) 
x' = ax+by+p 

y' = cx+dy+q 

co po zavedeni do matic bude vyzerat nasledovne: 

6.10) 

Cislo 1, ktore sa objavilo ako treti clen vo vektoroch a na hlavnej diagonale 
stvorcovej matice je spominany homogenizacny faktor, pomocou ktoreho sme rozsfrili 
maticu a vektory na potrebny rozmer. Konkretny dovod, preco bolo nevyhnutne 
rozsfrit rozmer transformacnych matic z rozmeru 2 x 2 na rozmer 3 x 3 a preco bol s 
vyhodou vyuzity homogenizacny faktor uvidime pri prvej popisanej transformacif, 
ktorou je posunutie bodu v rovine. 

Posunutie bodu v rovine - translacia

Translacia bodu V rovine je zalozena na tom, ze posuvanfm povodneho bodu p 

do novej polohy P' menime povodne hodnoty x a y o velkost posunutia D.x v smere 
osi x a velkost posunutia Doy v smere osi y. Tato situacia je nacrtnuta na obr. c. 2. 

x' = x + D.x 
(6.11) 

y' = y + Doy 
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OBR. 44. Vyjadrenie polohy bodu v otočenom súradnicovom systéme.

Bod otáčame proti smeru hodinových ručičiek o uhol a

— cos(a) —>a — r + cos(a):, — — sin(a) —> b— y x sin(a)
(6.18)

— cos(a) — c — y + cos(a), — — sin(a) — d — x x sin(a)
sSlIo

S8la

RSIACS<IA+

Ďalej pre výpočet súradnice x a y dostaneme tieto vzťahy:

1 — x + cos(a) — y x sin(a619 (—r+cosla) (a)
y — x + sin(a) + y + cos(a)

Ďalšou možnosťou získania transformačných vzťahov pre otočenie bodu je vy­
jadriť polohu bodu pomocou polárnych súradníc. Táto situácia je popísaná na
obrázku 5:

Pri odvodení vzťahov využijeme pravouhlý trojuholník a bod P určený polo­
merom r a uhlom .

T — Tx+ cos(p)
(6.20) y—T+sin(p)

Súradnice otočeného bodu P“ na základe polomeru r získame pripočítaním uhla


